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A escolha de Karl Marx: o calculo diferencial em
Manuscritos matematicos

The choice of Karl Marx: differential calculus in the
Mathematical manuscripts

Resumo: O presente artigo busca dar a ver a
fundamentacdo teérica do calculo diferencial, em
matematica, com base nos Manuscritos
matematicos, de Karl Marx, sob movimento
dialético e seus vinculos com o social. Para o
caso, a escolha de Marx confronta as propostas
de Leibniz, D'Alembert / Euler e Lagrange, acerca
do calculo diferencial. Nomeadas de mistica,
racional, algébrica, e simbdlica, esta criada por
Marx. Segundo Gerdes, a solugdo marxiana
oferece a possibilidade de desenvolvimento de
métodos adequados para melhor compreensao
dos fins da educacdo matematica (ensino e
aprendizagem), se observados os principios da
dialética marxiana. Para tanto, o artigo perpassa,
criticamente, partes da histéria da matematica e
da filosofia relativas aos suportes da
argumentacdo desenvolvida.
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Abstract: This article seeks to demonstrate the
theoretical foundation of differential calculus, in
mathematics, based on Karl Marx's
Mathematical manuscripts, under dialectical
movement and its links with the social. In this
case, Marx's choice confronts the proposals of
Leibniz, D’Alembert / Euler and Lagrange,
regarding differential calculus. Named mystical,
rational, algebraic, and symbolic, this one was
created by Marx. According to Gerdes, the
Marxian solution offers the possibility of
developing appropriate methods for better
understanding the purposes of mathematical
education (teaching and learning), if the
principles of Marxian dialectics are observed. To
this end, the article critically examines parts of
the history of mathematics and philosophy
relating to the support of the argument
developed.
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ARTIGO

A par da leitura de poetas e romancistas, Marx tinha outra maneira, muito pouco
comum, de descansar intelectualmente: o estudo da matematica, pela qual tinha
especial predilecdo. A dlgebra lhe proporcionava até mesmo um tipo de consolo
moral: era um refigio nos momentos mais dolorosos de sua vida atormentada.
Durante a ultima doengca da esposa, era-lhe impossivel dedicar-se ao trabalho
cientifico habitual. S6 conseguia escapar do abatimento ocasionado pelos
sofrimentos de sua companheira de vida concentrando-se na matematica. Naquele
periodo de dor profunda, ele escreveu um trabalho sobre célculo infinitesimal. [...]
Na matemdtica avancada ele via o movimento dialético em sua forma mais Iégica e,
ao mesmo tempo, mais simples.”

(Paul LAFARGUE, Reminiscences of Marx and Engels, 1957, p. 75)"
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A escolha de Karl Marx: o calculo diferencial em Manuscritos matematicos

Os Manuscritos matematicos compoem parte dos estudos de Karl Marx (1818-
1883), que tiveram publicacdo poéstuma tardia. Para o caso, a primeira e parcial é de
1933, ap6s 50 anos de sua morte®. No Ocidente, o primeiro matematico a divulgar e
analisar os estudos matematicos marxianos foi Dirk-Jan Struik, na revista Science and
Society, em 1948%* Os Manuscritos contém resolucdes de equacdes algébricas — de
grau superior —, séries, geometria analitica e calculo diferencial®. Este ultimo obteve sua
maior atencdo, ndo por casualidade. As razdes que levaram Marx a interessar-se, de
forma mais explicitada pela matematica, iniciaram com a teoria da mais-valia, ante o
temor de cometer erros de calculo, apontados em sua correspondéncia com Engels®.
Além disso, o filésofo considerava o estudo da matematica um descanso para seu
espirito, sob duplo objetivo: colocar suas leis econébmicas em forma algébrica e
analisar, do ponto de vista da dialética, os raciocinios usados no céalculo diferencial. Por
certo, Marx estivesse em busca de “leis”, sob recursos de modelagem matematica, que

regulassem as crises econémicas.

dezembro de 1881, as margens de completar sessenta e oito anos. Estiveram juntos desde 1836. Marx
faleceu “aos 14 de marco (1883), as quinze para as trés da tarde, [...] vitima de tuberculose. [...] Assim
como Darwin descobriu a lei do desenvolvimento natural, Marx descobriu a lei do desenvolvimento
humano. [..] Mas em todos os terrenos estudados por Marx, e ele estudou muitos, nenhum deles
superficialmente, em todos os terrenos, até mesmo as matematicas, ele fez descobertas” (ATALI, 2007,
pp. 343-4).

2 “Uma primeira publicagdo parcial dos Manuscritos matematicos surge em 1933, na revista soviética
Pod Snamenem Marxisma (= Sob a bandeira do marxismo), por ocasido do 50° aniversario da morte de
Marx. Esta publicacdo despertou imediatamente o interesse de especialistas. Em 1935, Valerii I. Glivenko
(1897-1940) publica uma anélise comparativa dos conceitos de diferencial nos trabalhos de Marx e nas
obras famoso matematico francés Jacques Hadamard (1865-1963). Em 1947, outro soviético Levan P.
Gokieli (1901-1975) publica uma monografia sobre os Manuscritos matematicos de Marx. O primeiro
autor a divulgar e analisar o conteddo dos Manuscritos matematicos de Marx no ocidente, é o
matematico norte-americano de origem holandesa, Dirk-Jan Struik (1894-2000), que publicou um artigo
intitulado Marx e a matematica na revista Science and Society (=Ciéncia e Sociedade) em 1948. [..] A
publicacdo dos Manuscritos matematicos provocou o aparecimento de muitos artigos de andlise e de
debate, entre outros de Miller, Rieske, Shcenk, Kennedy, Janovskaja, Matarrese e Ponzio. Na 2°
Conferéncia de Verdo sobre a Histéria da Matematica, que teve lugar em Liepaja, na Unido Soviética,
em 1978, o filésofo-matematico Vladimir Molodschi (1906-...) apresentou uma comunicacdo intitulada
Os Manuscritos matematicos de Marx e os avancos na histéria da matematica na URSS, em que salienta
a influéncia inspiradora do estudo dos Manuscritos matematicos sobre o nascimento e o
desenvolvimento da escola soviética da histéria da matematica” (GERDES, 2008, pp. 22-4).

% No Brasil, Dirk-Jan Stuik, matematico e teérico de economia de talhe marxista, é conhecido pela obra
Histéria concisa da matematica. 3. ed. Trad. Jodo C. S. Guerreiro. Lisboa: Gradiva, 1997.

* O conceito de diferencial fora estudado, detalhadamente, por Marx, que antecipara a ideia do
diferencial como simbolo operacional, surgida no século XX. Em 1927, Jacques Hadamarck mostrou o
papel operativo do diferencial, sem conhecer o trabalho de Karl Marx, cuja divulgacdo no Ocidente se
deu apenas em 1948.

> “No inicio de 1858, ele relatou a Engels ter cometido tantos erros de calculo durante a redagdo dos
Grundrisse que, “por desespero, tinha voltado a estudar algebra”. Ao amigo confessara: “Nunca me
senti em casa com a aritmética”, mas “com a ajuda da algebra conseguirei por as coisas em ordem”
(MUSTO, 2018, p. 41).
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Os Manuscritos matemadticos, objeto deste ensaio, contam com mais de mil
paginas de estudos acerca do calculo diferencial e integral, de aritmética e de
geometria, além de aplicagdes a economia. Entanto, tiveram menor atencao que outros
estudos de Marx, e foram, inicialmente, publicados na Unido Soviética, depois em
circulos marxistas do Ocidente, com duas décadas de diferenca. A publicacdo integral
dos Manuscritos deu-se em comemoragado aos 150 anos do nascimento do Corifeu da
Filosofia Moderna. Um dos objetivos explicitados, nos Manuscritos, fora o de retirar o
véu mitico dos procedimentos matematicos usados no célculo diferencial, de modo
nao fundamentado, com foco nas abordagens dos matematicos do século XIX, como
Cauchy (1789-1857) e Bolzano (1781-1848). Assim, a obra revela nao apenas a
compreensao do desenvolvimento do calculo diferencial, como tentativa de aprimorar
uma ferramenta fundamental da matematica, mas, o entendimento dos bastidores
teoricos da Il Revolugdo Industrial.

Mesmo desconhecendo os Manuscritos matematicos, Karl Korsch (1886-1971)
no ensaio “O ponto de vista da concepg¢ao materialista da histéria”, de marco de 1922,
portanto, anterior a publicacdo de Marxismo e filosofia, de 1923, registrara,

criticamente:

os epigonos de Marx, que se incluem eles mesmos entre os “marxistas
ortodoxos”, equivocam-se completamente quando — como Renner, na
Austria, ou Cunow, na Alemanha — sentem a irresistivel necessidade
de “completar” a economia politica do marxismo com uma teoria
marxista acabada do direito ou do estado ou ainda com uma sociologia
marxista. O sistema marxista passa muito bem sem esses
complementos e sem uma “filologia” ou uma “matematica” marxistas.
O conteludo dos sistemas matematicos €, também ele, condicionado
histérica, social, econdémica e praticamente — e é significativo que
este dominio suscite hoje bem menos polémicas que outros dominios,
incomparavelmente mais concretos, do saber humano. Nao ha
nenhuma duvida de que antes, durante e sobretudo depois da
transformacdo radical do mundo sécio-histérico que se aproxima, as
matematicas também conhecerdo uma transformacdo “mais ou menos
rapida”. A validez da concepcdo materialista da histéria e da
sociedade estende-se igualmente as matematicas. Mas seria ridiculo
se um marxista — apoiando-se no seu conhecimento mais aprofundado
das realidades econdmicas, historicas e sociais, que determinam
também “em ultima instancia”, o desenvolvimento passado e futuro
da ciéncia matematica — pretendesse opor uma nova matematica
“marxista” aos sistemas que os matematicos edificaram
laboriosamente no curso de séculos (KORSCH, 2008, p. 128).

Marx estudara e anotara o livro de Poppe, Histéria das matematicas desde a

Antiguidade aos tempos modernos, publicado em Tiibigen, 1828, que consta dos
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Manuscritos tecnolégicos, de 1851, organizados por E. Dussel (DUSSEL, 1964).
Contudo, segundo Caraca (1901-1948)°, duas sdo as exigéncias para a formacédo de
um quadro explicativo de Ciéncia: a compatibilidade, ou a obediéncia a razdo consigo
propria e a realidade, que forneca um meio de conhecer e de prever fenomenos. Porém,
“a ciéncia ndo tem, nem pode ter, como objectivo descrever a realidade tal como ela
€. Aquilo a que ela aspira é construir quadros racionais de interpretacdo e previsao; a
legitimidade de tais quadros dura enquanto durar o seu acordo com os resultados da
observacao e da experimentacdao” (CARACA, 1975, p. 107).

De modo parcimonioso, ndo é possivel afirmar que a ciéncia atinge a esséncia
ultima da realidade, mas fornece uma imagem e as leis que satisfagam a compreensao
da realidade. A histéria da ciéncia mostra inumeros exemplos de renovagao e
substituicdo de quadros explicativos, pois, agdes tedricas e praticas encontram-se em
reciprocidade continua, de alimentacao mutua, que se traduzem em movimentos de
incompletude e de busca de aperfeicoamentos ou adaptagdes.

Os primeiros fisiblogos para compreenderem as razbes e as /igacoes dos
fendbmenos naturais partiram de questdes fundamentais, de carater ontologico: para
além da diversidade aparente dos fendbmenos, acaso existiria um principio Unico, ao
qual tudo se reduz? Qual € a estrutura do Universo? Como surgiram os astros? Como
se movem? O que é movimento? Para tanto, recorreram, inicialmente, a estrutura do
mito, encontrada pronta, de modo a ensaiar a posi¢ao favoravel ao principio Unico e a
compreensao da natureza, em movimento. Ao passo, que a escola de Pitagoras,
florescida no século VI a.C., fundava-se nas nog¢des de quantidade e de arranjo — ou
harmonia, como determinantes da diversidade dos fenébmenos naturais e dos corpos. A
concepcao era original e de magnitude, pois considerava todas as coisas como
“numero”, ao estabelecer ligacdes entre as leis matematicas e a ordenagdao do
Universo’. Na procura de uma estrutura idéntica a numérica para a matéria, formada
por corpusculos césmicos de extensdao nao nula, agrupados em determinada
quantidade e ordem, evidenciou-se a dificuldade de verificacdo ou demonstracao da
afirmacdo “tudo é numero”. Os corpusculos, denominados mdnadas, eram
identificados com a wnidade numérica. Os corpos se compunham por quantidade e

arranjos distintos de mdénadas, como os numeros se formam por quantidade e arranjo

6 Conceitos fundamentais da matematica, de Bento de Jesus Caracga, cuja primeira edicdo ocorreu em
1941, é ainda considerada obra de referéncia dos matematicos, pois, politiza o conhecimento da area.
7 Os numeros para a Escola de Pitagoras sdo os inteiros positivos, ou os racionais positivos, que sdo
quocientes entre nimeros inteiros.
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de unidades®.

Os arranjos numéricos poderiam ser fracionarios para medir um segmento, em
comparagao com outro, tomado como unidade, estabelecendo-se uma razdo. No caso
da questao: quanto mede o segmento AB, na unidade v, que é o comprimento do

segmento CD (Figura 1).

Figura 1

A C D

A medida do segmento AB é dada pela razdo entre as medidas dos dois
. , AB . .
segmentos, isto € — que corresponde ao numero de unidades v que “cabem” dentro

do segmento AB. A razao é descrita por um nimero racional, com o numerador e o
denominador que sao, ou podem ser reduzidos a nUmeros inteiros positivos.

A contestar a Escola Pitagoérica, por ironia, o préprio Teorema de Pitagoras foi,
parcialmente, responsavel pelo descrédito da afirmacao “todos os corpos sao formados
por mbénadas”, dado o aparecimento de medidas, que ndao podem ser expressas por
numeros inteiros ou racionais positivos. Em um tridngulo retangulo, cujos catetos
medem uma unidade, a sua hipotenusa deve medir V2 unidades, que € um numero
irracional, ndo podendo ser escrito na forma fracionaria com numerador e denominador
inteiros positivos (Figura 2):

Figura 2

Teorema de Pitagoras:
V2u

A soma da medida dos catetos ao quadrado é

lu igual ao quadrado da medida da hipotenusa.

12412=(,/2)

1lu

8 Uma consequéncia dos arranjos, foi a de atribuir virtudes especiais a determinados nimeros, por serem
eles o principio de tudo. Os nimeros 6 e 28, por exemplo, sdo ditos perfeitos, por serem iguais a soma
dos préprios divisores: 6=1+2+3 e 28=1+2+4+7+14. Divisores proprios de um numero inteiro
positivo sdo todos os seus divisores, exceto o préprio numero.
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Um segmento que meca V2 v nio pode ser expresso por pequenas partes,
sejam mdnadas ou ndo. Caraca destaca, através de indicios posteriores, a reacdo de
esconder o fato®, que apontava para a faléncia da teoria das mdénadas (CARACA, 1975,

p. 72), ao que conclui:

De resto, o carater de seita da escola pitagérica, em que os aspectos
mistico e politico, este fechado e aristocratico, ombreavam com o
aspecto cientifico, prestava-se a essa tentativa de segredo a volta de
questdo de tal maneira embaracosa. Onde sé havia a ganhar com o
debate publico e extenso, os pitagéricos instituiram como norma, pelo
contrério, o segredo e o siléncio. (CARACA, 1975, p. 75)

Ainda segundo o Autor, outra tentativa de fuga foi a de que, considerando
infinito’®> o nimero de ménadas, que formam o segmento de reta, a discrepancia
desapareceria, - argumento contestado, posteriormente, por Parménides e Zénon.

Zenon questionara a existéncia dos corpusculos materiais de extensao nao nula,
que contraria a afirmacao fundamental “todas as coisas sao niumero”. Argumento de
que entre dois corpusculos deve haver um espaco, pois se estivessem unidos, qual
seria a distin¢cdo entre eles? Esse espaco deveria ser maior que cada corpusculo, que
sdo os menores possiveis, dentro da teoria pitagorica. Sendo assim, seria possivel
intercalar um terceiro corpusculo, e estariam presentes dois espacos, ambos maiores
que cada corpusculo. Repetindo o raciocinio indefinidamente, seria possivel intercalar,
entre os dois primeiros corpusculos, quantos fossem desejados, o que levaria a
interrogacao: qual € o numero pertencente ao segmento determinado por dois
corpusculos, tomados como iniciais?

Argumentacdes, que findaram por estabelecer o principio da /mobilidade,
dificuldade imposta pela incomensurabilidade, que é caracteristica do existente. Porém,
0 que é mais caracteristico do Universo do que a mobilidade? Para a superagao de
ideias, que se compdem dessa forma, ha necessidade de compreensdao do que é
infinito, do que é movimento e, também, de continuidade.

Porém, tais conceitos nao foram resolvidos na Antiguidade, pois, optou-se pela

® “Varios indicios posteriores mostram que a primeira reacdo foi a de esconder o caso. [...] como um
dos mais preciosos desses indicios, aparece na seguinte passagem de Plutarco, acerca da vida de Numa
Pompilius, XXXV: ‘...diz-se que os pitagéricos ndo queriam por as suas obras por escrito, nem as suas
intencdes, mas imprimiam a ciéncia na meméria daqueles que eles reconheciam dignos disso. E como
algumas vezes comunicaram alguns dos seus mais intimos segredos e das mais escondidas subtilezas
da geometria a algum personagem que ndo o merecia, eles diziam que os deuses por pressagios
evidentes, ameacavam vingar este sacrilégio e esta impiedade, com alguma grande e publica
calamidade” (CARACA, 1975, p. 75).

10 Infinito considerado o “muito grande”.
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incapacidade numérica de resolver o problema da incomensurabilidade do segmento,

que trouxe a degradagcdo do nimero em relacdo a geometria. Segundo Caraca:

Concluiu-se pelo abandono das concep¢des dindmicas, sempre que tal
fosse possivel — a matéria grega é invadida pelo horror ao movimento.
Estes tracos — degradacdo do numero, horror do infinito, horror do
movimento — constituem a trincheira comoda da hibernagao, formam
o biombo prudente que o fil6sofo grego coloca entre si e a realidade.
(CARACA, 1975, p. 81)

Sob tal perspectiva, o personagem Sécrates e o filésofo Platdo deslocaram a
atencao humana das coisas externas ao homem para as internas, na busca de principios
“espirituais” como explicagcoes cientificas, ao abandonarem a realidade sensivel em
troca da concepcao de imutabilidade do conceito. O “sistema” filosé6fico de Platdo fora
criticado e nado aceito por inteiro, pela defesa contra a fluéncia e a rejeicdo do devir.
Com isto, a ciéncia grega se tornou incapaz de construir o conceito de funcao, base
para o calculo diferencial. Para tal, seria necessario conceber a nocao de variavel;
abandonar o estudo apenas qualitativo dos fendmenos naturais e estabelecer o
quantitativo; criar vinculos entre a geometria e a aritmética, conectando o conceito de

movimento a geometria. Trabalho realizado somente ao inicio da |dade Moderna,

distintamente, por Cardano, Descartes, Fermat, dentre outros.

A introducdo do conceito de fungdo como instrumento da ciéncia, aliada ao de
variavel, exigiu um novo olhar da humanidade sobre a fluéncia. Isaac Newton (1643-
1727) denominou as fungdes por fluentes. Os conceitos de infinito e de infinitesimal
encontram-se na base dos estudos marxianos dos Manuscritos matemadticos, e
merecem destaque especial. Pois, para Galileu (1564-1642): “[O infinito e o
infinitesimal] transcendem ao nosso entendimento finito, o primeiro devido a sua
magnitude, o segundo devido a sua pequenez; imagine o que eles sdao quando
combinados” (GALILEU apud ROONEY, 2012, p. 152).

Numeros irracionais, como 1 e V5, s&o representados por Flgura 3
séries infinitas, e podem ser indicados com representacdes
decimais cada vez maiores, que nao sao determinaveis. Tanto os
nameros infinitamente grandes como os infinitamente pequenos
(infinitesimais) foram, e tém sido, fonte de estudos para os

matematicos e de extrema utilidade em todas as ciéncias.

250 | Verinotio SSN 1981 - 061X v. 29, n. 2, pp. 244-268 - jul.-dez., 2024



A escolha de Karl Marx: o calculo diferencial em Manuscritos matematicos

Arquimedes (287-212 a.C.)'"" calculou a area aproximada de um circulo ao
desenhar poligonos internos e externos, cada vez com maior nimero de lados, e
calculou suas areas, até que elas convergissem para o mesmo valor (Figura 3).
Encontrou, na utilizagdo das areas dos poligonos, dois conceitos que se tornaram,
posteriormente, muito relevantes: limite e infinito.

A érea perfeita seria dada por poligonos com nimero Figurad
infinito de lados, e o préprio circulo poderia ser considerado
um poligono desta natureza, pois, os dois poligonos, inscrito
e circunscrito, convergiriam para o lugar geométrico circulo
(figura 4). O procedimento é o de relacionar a area
desconhecida com outra, mais facil de ser calculada.
Posteriormente, no século XVIl, o método de Arquimedes foi
associado a uma formulacdo algébrica adequada, o calculo
integral .

A pesquisa determinada pelo desenvolvimento da ciéncia deu origem, a partir
da segunda metade do século XVI, a incentivos para calculos de areas, de volumes e
de variagbes de velocidade. Simon Stevin (1548-1620)'® e Johannes Kepler (1571-
1630) trabalharam o calculo de areas de figuras irregulares, dividindo-as em “fatias”
muito finas, cujas areas eram faceis de calcular. Stevin aplicou o método para
determinar o centro de gravidade de objetos sélidos. Kepler, a sua vez, utilizou a
medicdo de areas sobre caminhos curvos, significativa em seus trabalhos de
astronomia. Curiosamente, valeu-se também do procedimento para determinar, com
certa precisao, o volume de vinho em barril abaulado, sem a introducao, como era

feito, de uma vara que apenas media a altura atingida pelo vinho, quando o barril ndo

estava nem cheio e nem pela metade'.

Para lidar com o conceito de nimero infinitamente “grande” é adequado intuir

" Arquimedes obteve valores com boa aproximagédo para o nimero r.

2 O sucesso do método s6 pdde ocorrer gracas ao desenvolvimento da geometria analitica e o rigoroso
entendimento dos limites.

'3 Stevin foi o primeiro europeu a mostrar entendimento acerca de trabalhar com fragdes e decimais,
tendo usado uma barra vertical no lugar de ponto e/ou virgula.

'* Em verdade, se a altura do vinho atingisse um quarto do comprimento da vara, o barril conteria
menos que a quarta parte do volume total do vinho, pois era mais abaulado acima dessa altura, o que
traria prejuizo aos compradores.
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que se um numero é “bastante grande”, como um trilhdo, sempre havera outro maior,
como um trilhdo mais um. Afirmar que um valor numérico tende ao infinito é dizer que,
no limite, este numero ¢é infinito (infinitamente grande ou infinitamente pequeno). Em
linguagem simbodlica matematica, para indicar um determinado numero, que tende a
ser infinitamente grande, escreve-se x— +«, e |é-se x tende a mais infinito.

O simbolo « € a notacdo para infinito e o sinal antes dele, indica infinito positivo,
ou a direita dos infinitos nimeros reais, se representados na reta numérica. Como o

numero +« nao esta determinado deve ser escrito:

lim x = +w
X =400

O mesmo vale para nimeros infinitamente pequenos:

lim x = —
X——00
Em nota, Hegel (1770-1831) aborda o infinitamente grande e o infinitamente

pequeno, afirmando:

A definicdo ordinaria do infinito matematico é: se ha uma grandeza
apos aquela se ela é infinitamente grande, ndo ha nenhuma grandeza
maior; ou se ela é definida como infinitamente pequena, ndo ha
nenhuma grandeza menor [...] uma grandeza é definida em matematica
como qualquer coisa que pode aumentar ou diminuir (MARX, 1985,
p. 84).15

A utilizacdo de limites ndo se remete apenas ao infinito, mas, pode
particularizar- se para qualquer numero. Ao dizer que x— O, por exemplo, deseja-se
que o numero procurado se aproxime o mais possivel de zero. Os numeros da
sequéncia numérica 0,01; 0,001; 0,0001 se aproximam de zero e, no caso, 0 numero
0,00....1, com infinitas casas decimais é bastante proximo de zero, mas nao é igual a
zero. No limite, o numero mais préoximo de zero é o préprio zero:

lim x =10
x—0
A notacgdo substitui o fato de o nimero se aproximar do valor (indicado) sem

jamais “toca-lo”. Em verdade, trata-se da resposta para a pergunta: “para qual nimero

o valor esta tendendo?” — e ndo para transforma-lo naquele numero.

5 Tradugdo dos autores.
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Ao pensar em algumas operagdes numéricas escolhidas para o valor x, como

eleva-lo ao quadrado, o mesmo fenémeno ocorre:

Basta elevar ao quadrado alguns valores préximos ao numero 2, como 1,99;
1,9999, cujo resultado se aproxima de 4: (1,99)) =3,9601; (1,9999)* =
3,999960001.

O calculo fornece ferramentas intelectuais para medir taxas de mudancas e
respectivos efeitos, com duas partes conhecidas, a diferenciacdo e a integragdao, uma
inversa da outra, ou cadlculo diferencial e integral. O teorema conhecido como
Fundamental do célculo'® estabelece o vinculo entre ambas, pois, aplicando a
diferenciacdo a uma integral, retorna-se a funcdo original e vice-versa. Os dois
procedimentos sdao, em sua esséncia, métodos de aproximacgao, usando os limites que
tornam os erros de precisao tender a zero.

Uma pessoa, que se move a uma velocidade constante de 6 km/h, durante trés
horas, tem o movimento representado por um segmento horizontal (paralelo ao eixo-
x)'’, como grafico'® da velocidade em relacdo ao tempo, pois, sua equacéo é dada por:
v(x) = 6, tal que O < x < 3. A representacdo grafica é assim estabelecida porque, no
caso, nao ha aceleracdo. A pessoa se desloca com velocidade uniforme e nao ha taxa
de variacao. O eixo horizontal determina o tempo, em horas, e o vertical a velocidade

em quildémetros por hora (km/h).

Figura S ,

6 Sobre o teorema, conferir em Souza (2018, p. 212).
7 Eixo das abscissas.
'8 Gréfico construido pelo programa Geogebra.
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Para saber qual a distancia percorrida pela pessoa, basta calcular a area, no
grafico' (Figura 5), sob o segmento paralelo ao eixo-x, no caso, 18 km.

Em um caso geral, para f(x) =k, considerando o intervalo® [a,b], a 4rea A é dada
por A= k.(b-a). Quando a velocidade ndo é constante (ou uniforme), o que significa
que ha aceleracdo no movimento, a situagao de movimento muda. Ha taxa de variagao
da velocidade e o grafico é representado por uma curva nao retilinea. A aceleracao em
determinado instante é medida pela inclinacdo da curva naquele ponto, e é feita pelo
célculo diferencial, enquanto a distancia percorrida pelo céd/culo integral.

Como calcular a area A da regido, sob o grafico de uma velocidade, em um
intervalo fechado [a,b], como mostra a figura 67 Observa-se, pelo grafico, que se a

velocidade se altera ao longo do tempo, a area sob a curva também.

Figura 6

i)

l

-
L

o] ]

Nao sendo a velocidade constante, é preciso subdividir o intervalo [a,b] em

subintervalos, sufi-cientemente pequenos, para que neles se possa considerar as parte

do grafico da velocidade como constantes, com boa aproximacao (Figura 7).
Figura 7

)

k

9 Em 1361, o bispo francés Nicholas Oresme (1323-1382) estabeleceu a relagdo entre area, velocidade
e distancia percorrida. Talvez tenha sido o primeiro a usar um sistema de coordenadas sem relagdo com
a cartografia.

20 O intervalo é fechado quando suas extremidades pertencem a ele e a notacéo é a indicada no texto.
Se, por exemplo, o valor a ndo pertencesse ao intervalo e o valor b sim, a notacao seria] a,b]. Os
intervalos [a,b[ e ]a,b[ sdo abertos: no primeiro b ndo pertence ao intervalo e no segundo a e b também
ndo.
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Em cada intervalo, € possivel calcular os valores aproximados das areas de cada
pequeno retangulo, supondo que o pedaco da funcdo que representa a velocidade,
naquele intervalo, seja constante. A area A procurada, sera a soma das areas dos
retangulos ou o limite da soma, que mais se aproxima dessa area. Pois, quanto maior
for as subdivisoes, do intervalo [a,b], em subintervalos, cada vez menores, mais se
aproxima de um numero infinito de subdivisdes. Aquela area é a integragdo da fungao
velocidade. A determinacdo aproximada da area, por retdngulos infinitamente
pequenos, até a soma de um numero infinitamente grande destes retangulos, é um
exemplo, segundo o matematico Labérenne (1902-1985), extremamente adequado de
dialética, que usa a interpretacao de /nfinito e infinitesimal.

A notacdo usada para indicar a integral de uma fungéo f(x)*', em um determinado

intervalo, é dada por Ib f(x)dx. Lé-se integral de f(x) no intervalo [a,b]. No caso da
velocidade, a letra x € substituida pela letra £, que indica tempo. Observa-se que ae b
sdo os valores inferior e superior de t que limitam a area, e dx significa uma variacao
muito pequena de x.

Dois conceitos sao fundamentais para entender as fungdes, relagcdes especiais
entre duas grandezas: o isolamento e a variacdao. Imagine-se duas grandezas, a
quantidade de quildmetros percorridos por uma pessoa em uma caminhada, e o tempo
utilizado na atividade. Sabe-se que a cada hora caminhada corresponde uma
quantidade de quildmetros percorridos, ou uma variagdo nessa quantidade. Para o
estudo da relacdao entre as duas grandezas, é necessario estabelecer um isolamento
das duas, como o desgaste fisico ou a quantidade de agua consumida durante a
caminhada, que ndo interessam na relacao entre as duas grandezas destacadas no
exemplo, a velocidade e o espaco percorrido.

Para a conceituacdo de derivacao € possivel utilizar duas interpretacdes, uma
de significado intuitivo, advindo da nocao de limite, e outra, geométrica. Ambas
se apresentam descritas com exemplos tirados da histéria da matematica. O

quociente f)-7@ é
xX—a

.~ ~ . . . Ax ., p
a variagao da funcado, designada simbolicamente por iy’ isto é,

pelo quociente entre as diferencas dos valores de y e os valores de x, no qual f(a) é o

valor da func¢do no ponto a.

21 As fungdes que aparecem em situagdes de derivacdo e integracdo sdo continuas. Uma funcdo é dita

; . lim f(x)=1f(a)
continua em determinado valor de a se x*~a .
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Para uma funcao f(x), a derivada no ponto a, simbolicamente designada por f'(a),
€ dada por f'(a)= L@g% Donde se |é: derivada de f(x) para x=a é igual ao limite
do quociente entre f(x)-f(a) e (x-a), quando x tende ao valor a

A figura 8 mostra a representacdo grafica** de uma fungdo, na qual estdo

marcados Ay e Ax e o angulo a determinado em um tridngulo retangulo.

Figura 8
IN
B f
f(a+l1) ______________ reta secante
I
!
A ! Ay
fla)p---- ? | C
/ : Ax |
| 1
|
! I
I
| -
a ath "y

_fla+h)—f(a) Ay
tgu a+h-a Ax
No limite, quando x tende ao valor a, tem-se a reta tangente a curva nesse valor
(figura 9).
Figura 9

eta tan gemte

=

fla)r e e e == =

|
|
|
|
. >
A derivada de uma funcdo f(x) para x=a é igual ao coeficiente angular® da reta
tangente a curva, no ponto P (a, f(a)). A reta s, secante a curva, que representa a fungao
e passa por A e B, fica estabelecida se for conhecida, além das coordenadas dos

pontos, a sua declividade ou inclinacdo®*. A declividade da reta é dada pela tangente

22 Os graficos 6 e 7 foram construidos com uso do programa Geogebra.

.- . . . . Ay
23 Coeficiente angular ou declividade de uma reta é determinado pelo quociente "
X

24 Qutra denominagdo para declividade: coeficiente angular.
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de a (ou tga), angulo entre a reta e o eixo-x, segundo a orientacao do eixo, e dessa
forma, o problema passa a ser o de determinar o valor de tga (Figura 8).

As coordenadas dos pontos sdo: A(XA, YA), B(XB, YB) e C(XB, YA). A reta tem
declividade dada pelo quociente entre as medidas BC e AC dos catetos®’:

tgo=—

Se for tracada uma reta r, tangente a curva, e se B estiver “infinitamente” préximo

de A, a reta s “coincide” com a reta r e, portanto, devem ter a mesma declividade.

Observando a figura 8, vé-se que BC= yB-yA e AC= xB-xA, logo

BC —
tgo— _YB-Va
AC

xB—xA

BC é uma distancia “infinitamente pequena”, nomeada por Leibniz de “diferencial
de y” ou dy.?° Da mesma maneira, AC é um “diferencial de x”" ou dx.

Denominando, genericamente, XB=x1, XA=x0, yB=y1 e yA=yO, tem-se:

dx= X1-Xo, logo x1= Xo+dx e dy = y1-Yo

Sabe-se que y1=xX1*+bx+c= (Xotdx)*+b(Xotdx)+c =

=xX0*+2 Xo dx+ dx? +b Xotbdx +¢

e
Vo= Xo*+bXo+c
Com os devidos acertos algébricos, tem-se:
d 2x o dx+bdx+dx?
e A = 2xo+ b + dx
dx dx

Como dx é ‘“infinitamente pequeno”, poderia ser suprimido da igualdade e
d

y .

assim 5, = 2Xo +b. Sendo x0 abscissa de um ponto qualquer, pode-se escrever que
dy

dx

2x + b, assume valores numéricos diferentes para distintos valores de x.

A funcdo f'(x), que é derivada da fungdo f(x) = x*+bx+c, é o conjunto das infinitas

declividades das retas tangentes ao grafico que representa a funcao f(x).
Indica-se f'(x) = 2x+b.

25 Em um tridngulo retangulo, a tangente de um &ngulo agudo é a razdo entre o cateto oposto e o
cateto adjacente ao angulo.
26 Marx distingue os diferenciais dx e dy dos valores de diferencas infinitamente pequenas, Ax e Ay.
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Se a funcdo escolhida fosse f(x) = 2x, estabelecido o procedimento
anteriormente descrito, a fun¢do derivada f'(x) estaria definida por f(x)=2, que é o

coeficiente angular da reta y=2x.

“Karl Marx: arrancar o véu misterioso
aos métodos infinitesimais.”

(Paulus GERDES, 2008)

A evolucao da matematica sempre esteve em conexao com os regimes politicos
e sociais vigentes. Assim, o calculo infinitesimal surgiu com a ciéncia moderna, sob o
horizonte de desenvolvimento inicial do modo de producao capitalista.

A partir da criacdo da geometria analitica, a matematica passou por uma
transformacdo significativa, de ciéncia que estudava as grandezas constantes para as
variaveis, capaz de analisar e calcular movimentos, desde o estudo de balistica aos
movimentos dos astros. O conhecimento do calculo diferencial e integral, considerado
o “telescopio” matematico (GERDES, 2008, p. 28), alcancou notaveis aplicacoes
praticas: na artilharia, na construcdo de fortificagdes ou na resolucdo de problemas
hidrodinamicos. Entanto, ha que se pensar que o conhecimento do célculo diferencial
e do infinitesimal ndo é fruto da genialidade de um s6 povo, ou de uma sé pessoa, mas
do trabalho continuo de geracdes de matematicos, notadamente nos séculos XVI, XVII
e XVIIl, em diversos paises?’. Ndo se trata da producdo somente de notaveis
matematicos, mas, também de trabalhadores, que buscaram solugdes para problemas
reais, ultrapassando duvidas, hesitacdes e contradi¢bes, “sofrendo toda a influéncia
qgue o ambiente da vida social exerce sobre a criacdo da Ciéncia”.*®

Marx, compreendida a aplicabilidade do céalculo diferencial e integral, percebeu
a necessidade de fundamentacdao metodoldgica dos conceitos e da interpretacao dos
exemplos dialéticos — e matematicos — do “infinitamente pequeno” e do “infinitamente

grande”?®. Ainda que pareca um rebaixamento da riqueza dos Manuscritos, para a

27 Como, dentre outros, os italianos Federico Commandino, no séc. XVI; Galileu Galilei e Bonaventura
Cavalieri, do inicio do séc. XVII; Evangelista Torriccelli, no séc. XVII; o alemdo Johann Kepler, no séc. XVI;
o holandés Cristiaan Huygens, no séc. XVII; o francés Pierre de Fermat, no séc. XVII; os ingleses John
Wallis e Isaac Barrow, no séc. XVIl e, notadamente, o alemdo Gottfried Leibniz e o inglés Isaac Newton,
fim do séc. XVII, inicio do séc. XVIII.

28 CARACA, “Prefacio” (Duas atitudes em face da Ciéncia).

2% Para exemplificar, no célculo do comprimento de linhas curvas, os matematicos — aos primérdios do
célculo infinitesimal — consideram-no como a soma de um numero infinitamente grande de segmentos
de retas, infinitamente pequenos. Do mesmo modo, areas de retangulos infinitamente pequenos, em
quantidades infinitamente grandes, instrumentam o calculo de areas sob curvas.
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compreensao do estudo do calculo diferencial, sugere-se o esquema (Figura 10), a ser
explicitado parte a parte, com exemplos e explicagdbes dos procedimentos

metodoldgicos, o de estabelecer os vinculos citados, anteriormente.

Figura 10
Mistico »| Racional »| Algébrico .| Simbolico
F 3 y .
Leibni D’Alembert / v \
elpniz ember
Lagrange Marx
Euler

Para Marx, o procedimento de Leibniz, embora desse certo para outras

funcdes, continha um equivoco, o de tratar dx como zero, trazendo em consequéncia

Z—z = g, logo um calculo indeterminado. Segundo Euler (1707-1783), ndo é possivel,
aritmeticamente, dividir por zero. Mais ainda dividir zero por zero, embora os “zeros”
tenham significados geométricos distintos, ou medidas de diferentes segmentos,
simbolizados por dx e dy.

D’Ambrosio (1932-2021), matematico, introdutor da etnomatematica no Brasil,

em sua obra Cdlculo e introdugao a analise (1975), indica o equivoco em considerar

d . Yy ~ A , ,
ﬁ como quociente, pois além de nado oferecer significado correto, tem o inconveniente

de fazer com que se simplifique, de forma equivocada, os procedimentos de calculo.
O tratamento dado as diferencas “infinitamente pequenas” foi chamado de mistico por
Marx, caracterizando-o por “doenca infantil do calculo infinitesimal”*°. No entanto,
ressalta-se que os limites indicam tendéncias a um determinado valor, e ndao a
substituicao pelo proéprio valor.

Pois, considerar x1= x+Ax transformado doravante em x{= x+ dlx, € uma escolha
arbitraria e, segundo Marx, uma explicacdo metafisica, que carrega consigo a

necessidade de escamotear os caminhos dos termos dx e Ax para obter derivadas de

30 Marx apresenta um segundo exemplo, utilizando a fungdo f(x)=ax3+bx?+cx —e, cuja fungdo derivada
é f'(x)= 3ax?+2bx+c, advinda do ponto de partida Z—z, arvore genealdgica das fungdes derivadas, a partir
da primeira original.
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qualquer ordem?'. “Assim se cré mesmo no carater misterioso do modo de calcular
que venha descobrir resultados exatos (e em outro verdadeiramente extraordinario em
suas aplicacdes geométricas) gracas a procedimentos matematicos positivamente
falsos” (MARX, 1985, p. 195)%*.

Marx nao foi o primeiro a criticar Newton e Leibniz. Alguns matematicos
tradicionais ndo aceitaram o novo calculo, como George Berkeley (1685-1753), pois
perceberam a ambiguidade do tratamento dado as grandezas infinitamente
pequenas. Leibniz reconheceu que a notagdo % = m%;_ﬂx)

habitual para a inclinacdo da tangente, trazia um problema, pois se dx e dy sao

aproximacao

dy

diferentes de zero, —

nao é a taxa de variacao instantanea. Ele tentou contornar o

problema, considerando dx e dyinfinitamente pequenos, deslocando o problema para
outro contexto.

Newton, outro “criador” do calculo, apresentou sua pesquisa acerca do tema
a Isaac Barrow (1630-1677) e Edmond Halley (1656-1742), que o incentivaram a
publicar o resultado de seu trabalho, ocorrido em 1672. A principal lei do movimento,
de Newton, afirma que a aceleracdo de um corpo em movimento, multiplicada pela sua
massa, € igual a forca que age sobre o corpo. A velocidade € expressa pela derivada
da posicao do corpo e a aceleracdo € derivada da velocidade. Ambos chegaram a
conclusao que a funcdo g(x), cuja area sob a curva de seu grafico, é da forma f(x) = x™,
tem por resposta g(x)= mx™" ou g(x)=F(x).

A abordagem de Newton para o calculo de derivadas era semelhante a de
Leibniz, exceto ao usar zero no lugar de dx, de modo que seu método também utilizava
a aproximacao. Considerado zero como sendo muito pequeno, no limite o erro
desaparece porque o valor se torna exato. Newton usou o termo fluxdo para captar a
ideia de uma grandeza fluindo rumo ao valor zero, sem jamais chegar a tal valor®.
Marx utilizava a notagdo x para dx e y para dy’*’. Observe-se a indicacdo da variavel
assinalada com um ponto acima da letra. Ele poderia ter contornado o problema, pois
era sabido que as coisas se movem e possuem velocidade, a cada instante. O que fora

descrito como "dogmatismo empirico", em contraste ao "dogmatismo metafisico", de

31 As derivadas podem ser obtidas consecutivamente em primeira, segunda etc. até a n-ésima derivada.
32 Traducdo dos autores.

33 Em 1711, Leibniz publicou Método de fluxées e séries infinitas.

34 A se considerar dx como uma diferenca numérica ndo normal (ndo arquimédica), como seria possivel
aplicar regras numéricas para numeros normais? Contemporaneamente, dx é considerado nao
arquimédico.
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Leibniz.
Ao longo do século XVIll, a dificuldade permaneceu. No entanto, Euler tentou

pensar calculos em multiplicagdes e divisdes de zeros.

Leibniz e Newton utilizaram a igualdade “x1=xO+dx”, porém, D’'Alembert
(1717- 1783) e Euler fizeram uma correcdo metodologica ao procedimento, afirmando
que “x1=x0+A4x", sendo Ax um acréscimo finito e, portanto, um valor numérico, para
o qual valem as regras da Algebra. Assim sendo, o calculo infinitesimal foi afastado do
que Marx chamou de procedimento mistico.

O método usado por D’'Alembert é essencialmente algébrico para a funcao

f(x)=x*, usando o desenvolvimento do Binémio de Newton:

V1=X1 7= (X0 FAX) = X7 +2 Xo Ax+ Ax7 e yo= X¢°

Ay é o acréscimo numérico de valores da fungdo, que corresponde ao acréscimo
Ax, da varidvel x.
A y= y1-yo=2 X0 Ax+ Ax’
O quociente entre os acréscimos fica sendo:

Ay  2xpdx N Ax?
Ax — Ax Ax

= 2xq + Ax

\ 2 b Ay 0 0
Se x1=Xo, temos Ay= y1-yo = Xo~ - Xo =0 e, portanto, yriiny =2Xo ou 5 = 2X,
X
considerado xo como qualquer valor.
O resultado final € o mesmo, mas nao foi obtido por “desprezar’ valores

proximos a zero, e sim como resultado de uma operacdao matematica, que envolve o
quociente de valores, isto é, o procedimento racional. No entanto, a divisao % permanece
nos dois procedimentos.

Euler, sabendo n&o ser possivel dividir zero por zero*, deu aos “zeros” do calculo

diferencial um significado geométrico, de razao entre as medidas de dois segmentos.

As duas deducdes — ou procedimentos — sao, segundo Marx, as mesmas,

35 A divisdo por zero ndo determina um valor numérico. Se dividirmos 10 por 2 obtemos o quociente
5, porque 5x2=10. Se dividirmos 10 por zero podemos escolher qualquer valor porque o produto de
zero por qualquer valor é sempre zero. A divisdio de zero por zero acaba por evidenciar uma
indeterminacdo, ndo um quociente.
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, ~ , d e . s
conhecido de antemao o quociente d—z apesar da utilizacdo do calculo algébrico.
Segundo Marx:

D’Alembert havia depurado o calculo diferencial de seu véu mistico, e
Ihe fez um progresso enorme. Qualquer que seja o T7ratado dos
fluidos, publicado em 1774, o método de Leibniz ndo foi destronado
em Franca durante anos. Ele mal precisou relevar que (o ensinamento
de Newton) dominava a Inglaterra desde os primeiros decénios do
século XIX. Mas aqui, como anteriormente em Franca, os principios de
D’Alembert tornaram-se, e permanecem até hoje, ainda que com
algumas modificacdes. (MARX, 1985, p. 198)

Para “libertar” os calculos diferenciais das “grandezas infinitamente pequenas”,
Lagrange (1736-1813) findou por introduzir a definicdo de derivada. Tomando como

exemplo a fungdo f(x)=x?, utilizando como D’Alembert o acréscimo Ax:

f (x+AX) Z(XO+AX):= Xo>+2 X Ax + Ax° e ao coeficiente de Ax denomina-se
derivada de f(x) com a notagdo £’(x). Assim, £*(X)=2X.

O estudo inicial das derivadas foi feito com fun¢des polinomiais, o procedimento
incluia divisdes sucessivas e as séries de Taylor (1685-1731), que desvinculou o
procedimento das “grandezas infinitamente pequenas” e, portanto, o quociente entre
dois zeros. Porém, nem todas as fungcdes podem ser tratadas da mesma forma o que,
segundo Marx, invalida o procedimento.

Lagrange optou por algebrizar o calculo diferencial, tomando como ponto de
partida imediato o Teorema de Taylor®®, que havia sobrevivido ao estudo de Newton,
sendo mais geral, englobando uma forma de operacao do calculo diferencial pelo
desenvolvimento de uma série expressa por f(x+h). O método, segundo Marx, libertou-
se de tudo que poderia parecer transcendéncia metafisica, baseando-se apenas em
operagoes algébricas. Apesar disso, Lagrange ainda substituiu grandezas variaveis por

constantes e utilizou, na pratica, os métodos criticaveis de Leibniz.

O método, proposto por Marx e avaliado por Engels, move o valor xO de x para

x1, fazendo com que haja de fato variacdo, enquanto seus antecessores partiram de

36 Conferir Souza (2018, p. 222).

262 | Verinotio SSN 1981 - 061X v. 29, n. 2, pp. 244-268 - jul.-dez., 2024



A escolha de Karl Marx: o calculo diferencial em Manuscritos matematicos

X0+ Ax, que representa uma soma de duas grandezas, mas ndo a variagdo de uma. O
que mostra a originalidade de Marx na explicitacdo do procedimento teérico, em curso.
Voltando ao exemplo f(x)=x? se a variavel independente x cresce (ou decresce) de um
determinado valor xO até outro valor x1, a variavel y dependente de x, varia de yO até

y1. Tomando o quociente entre as diferencas

Ay _ yi-Yo_ xi-x§

Ax X1—=Xq X1—Xg

. »l Bl
Fatorando o numerador do quociente, tem-se:(X17-X0~) = (X1-X0). (X1+X0)

. Ay (x1-x0).(x1+x0)
Entio — =
Ax x1-—x0

=(X11X0), que Marx denominou “derivada provisoria a

direita”. Desse modo, se X1=Xo a derivada transforma-se em (Xo+xo) =2x0. Logo. a derivada
definitiva f (xo) = 2xo.
Do lado esquerdo, x1 regressa até xO e, finalmente, se iguala ao valor: x1-xO

T N Ay _ 0 .
= 0, o que implica em Ay=0. Isso ndo significa que temos A—Z = < porque seu conteddo

foi comprovado do lado direito, com resultado final fundamental. Tal resultado que

dy

0 . - - .
=0 obtido por Marx tem valor matematico necessario, “pois zero, em sua forma ultra

o . 0
primitiva que pode ter, ndo importa qual valor porque ;=X deve fornecer sempre O

. 0 . T .
= 0. Mas aqui ; aparece como equivalente simbodlico de um valor real determinado...”

MARX,;1985, p. 146).

Para estabelecer a diferenca entre o método de Marx e os anteriores, €
necessario lembrar que Leibniz e Newton partem de x1=x0+dx, e D’Alembert, Euler e
Lagrange de x1 = xO+Ax, isto é, de adi¢cdes, considerando tanto dx como Ax como
grandezas distintas de xO. A derivada provisoéria 2x0O, do exemplo, aparecia antes da
diferenciacdo, isto €, antes da substituicdo de Ax por zero. A derivada definitiva de
Marx surge, pela primeira vez, quando x1 tiver “voltado” a xO. A derivada definitiva é
o resultado final do processo de diferenciacdo, enquanto nos demais procedimentos,
nao ha mostra de movimento, falha essencial que o método proposto por Marx tenta
sanar.

O processo dialético ndo é apenas a existéncia de contrarios, pois o
materialismo historico considera a contradicdo ligada a um movimento. Nao basta
afirmar que o valor é igual a zero e também diferente de zero. A diferenciacao proposta

por Marx, se apresenta como um processo dialético, particularmente quanto a negagao
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da negacdo, pois a primeira negagcao exprime a compreensao do processo de
transformacdo (de onde se parte e para qual direcdo seguir). A segunda negacdo é
consequéncia da primeira e algebricamente correta, ap6s o restabelecimento da
igualdade. Trata-se, portanto, de uma movimentacdo de compreensao tedrica.

Marx®’ realizou um salto de qualidade ao abandonar a matematica das
grandezas constantes para a das variaveis, desde o momento em que os diferenciais
dx, dy etc. funcionam como ponto de partida do célculo, invertendo o método algébrico
de diferenciacdo de D'Alembert, Euler e Lagrange. Ele conseguiu dar fundamentacao
dialética para a diferenciacdo de uma classe de fun¢oes, segundo Gerdes. O diferencial,
tratado como um simbolo operacional, evidencia significados em generalizacdes
contemporaneas, do conceito para a analise funcional.

Marx coloca-se contra a ideia de “matematicas”, como Leibniz e Newton, que
consideravam o calculo diferencial distinto da Algebra. Para ele, a Matematica é Unica
e seus ramos tém autonomia relativa. A esséncia do calculo reside no papel operativo
dos simbolos em seu desenvolvimento. O método de diferenciacdo, segundo ele, é o
processo real de obtencao de funcdes derivadas. Derivar e integrar sao procedimentos
da teoria dos algoritmos®. O Autor reforca que, na transicdo da derivada proviséria

para a definitiva, x1 nao tende para xO0 e Ax ndao tende a zero, pois substitui,

efetivamente, x1 por x0O, sem que haja aproximacao infinita e Ax é igual a zero (MARX,
1985, pp. 170-1).

Deste modo, um algoritmo é uma sequéncia finita de instrucoes, definidas sem
ambiguidade, que sdo executadas “mecanicamente”, inclusive por meios eletrénicos,
pois podem repetir passos (ou iteracoes), fundadas na légica matematica. Existem
algoritmos para computadores, mas também para execucao de tarefas. Eles podem ser
classificados por:

e Implementacdo com recursos: interativos; pela l6gica; seriais ou nao;
deterministicos ou nao; exatos ou aproximados;
e Por paradigma, como: divisdo e conquista; programagao computacional;

reducao a outro problema; busca e enumeracao; probabilistico;

37 Marx deduziu e analisou, pelo mesmo procedimento, a férmula para o calculo de derivadas de funcdes
que podem ser escritos como produto de outras.

38 O uso corrente da palavra algoritmo — procedimentos técnicos de obtencdo de resultados — se altera
quando se trata de sua teoria, que envolve a légica, o formalismo e até mesmo a intuigdo. Segundo
Gerdes (p. 78), os algoritmos, junto com a teoria das func¢des recursivas, foram e tém sido fundamental
para a utilizacdo dos computadores.
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e Por campo de estudos;
e Pela complexidade.

Gerdes estabeleceu uma relacdo entre a natureza dialética do movimento,
acerca de um dos paradoxos l6gicos de Zenon (GERDES, 2008, p. 79), o de Aquiles e
a tartaruga. Nele o hero6i Aquiles, muito veloz, aposta uma corrida com uma tartaruga,
que a inicia com uma vantagem. Aquiles sai de um ponto A1 e a tartaruga de um ponto
T1. Quando Aquiles atingir o ponto T1 (ou A2), a tartaruga, que anda devagar, tera
atingido o ponto T2, apés percorrer uma distancia menor que a anterior. Quando
Aquiles chegar ao ponto T2 (ou A3), a tartaruga tera atingido o ponto T3. Repetindo
o procedimento, com a tartaruga percorrendo distancias cada vez menores, Aquiles,

embora seja bastante rapido, nunca alcancara a tartaruga, isto é, a distancia entre eles

nunca sera nula.

Figura 11

(A s Ta T3 Tu Ts
l— SERS M i ..-.-__?."_ E— B b

Segundo Marx, este limite sera alcancado, isto €, a distancia entre Aquiles e
tartaruga podera ser zero e nao tendera a zero, tendo em vista a realidade do
movimento. Atualmente, para a maioria dos matematicos, o conceito é relevante e
significativo ao corresponder aos processos da realidade.

Zenon tentou mostrar que o acontecimento de ultrapassagem de Aquiles é
impossivel, porque é impossivel a divisibilidade do espaco e do tempo. Esta afirmagao
€ anterior a construcao dos numeros reais. O paradoxo é resolvido pela soma das
distancias entre os corredores, considerando a notacdo dA{, A2 como a distancia
entre dois pontos e a sua soma: dA1, A2+ dA2, A3+ dA3, A4+ dA4, A5+... que dara
a distancia percorrida por Aquiles, eliminando a abstragdo da divisibilidade.

A ideia de movimento no mundo real significa encontrar-se em um lugar e,
simultaneamente, nao estar nele, revelando a continuidade e também a
descontinuidade do tempo e do espaco. O que Marx alcancou, segundo Gerdes (2008),
pela negacao da negacdo. “O carater dialéctico do método de Marx, por exemplo,

quanto a lei da negacdo da negacdo, reflecte no pensamento a dialéctica objetiva do
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movimento do mundo real” (GERDES, 2008, p. 82)%*.

E possivel supor que o interesse de Marx pela fundamentagdo do calculo
diferencial esteja na esséncia de sua mudanca? Ou supor que encontrar novos
caminhos para resolver questdes principais da vida humana esta entre a Matematica e
a Filosofia? Gerdes ressalta alguns elementos matematicos que reforcam tal
possibilidade: a estreita relacdo entre “a matematica e a realidade material; o papel
axiomatico da matematica; o rigor de sua fundamentacao; o contetudo e o significado
de sua simbologia; o problema da infinibilidade (atual, potencial ou uma unidade das
duas); a luta dos contrarios; discreto e continuo, concreto e abstrato, finito e infinito...”
(GERDES, 2008, p. 83). Ressalte-se, no entanto, a natureza da matematica classica,
que é tomada como referéncia por Marx.

Pode-se dizer que, a partir de Descartes, a movimentacdo e a dialética
adentraram no campo da matematica, e foram indispensaveis para o desenvolvimento
do célculo diferencial e integral. Segundo Engels, os homens pensaram dialeticamente
antes de saber o que era a dialética, ao que Labérenne completa: “E o que é verdadeiro
para o homem em geral, € talvez — neste caso da dialéctica — ainda mais verdadeiro
para matematicos (GERDES, 2008, p. 86)*.

O estudo produzido em Os manuscritos matematicos de Marx, analisado e
compreendido, pode servir para elaboracdo de novos métodos de ensino da
Matematica. Gerdes aponta a utilizacdo para o ensino do conhecimento matematico
basico (GERDES, 2008, pp. 92-6), em exemplos de algebra elementar para obter uma
féormula de resolucao de equagdes de segundo grau, até alcancar a conhecida pelos
brasileiros como férmula de Baskara; em geometria, na determinacdao do ponto médio
de um segmento e na trigonometria, na obtencao de formula para a tangente da soma
de dois angulos. Em todos os exemplos € apontada a necessidade de obtencao de um
valor intermediario — primeira negacao — até ao resultado final, utilizando a negacao
da negacao.

Apropriar-se do procedimento de Marx em aprendizagem da matematica basica
nao € usual, mas pode ser uma forma a fazer desaparecer, do imaginario do estudante

de Matematica, o “carater magico” e imutavel das situacoes vivenciadas por ele em

39 Mantida a grafia original.
4 Jdem per idem.
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sala de aula, além de ampliar as possiveis conexdes com o ensino da filosofia. Ao
passo de oferecer recursos de raciocinio aos professores e estudantes, de modo
a favorecer a compreensdo da realidade a partir do materialismo histérico, como
fundamentacdo do conhecimento pelo viés da dialética e da imanéncia.

Em visdo mais ampla, pode-se afirmar a importancia da versdo inglesa dos
Manuscritos Matematicos de Marx (1983), seguida da francesa (1985), que
reacenderam as discussdes contemporaneas sobre a utilizacdo de instrumentos

matematicos em analises da economia politica e ensino da matematica.
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